1. Основні тригонометричні тотожності
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2. Формули    додавання
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3. Формули   пониження степеня
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4. Тригонометричні функції подвійного кута
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5. Тригонометричні функції потрійного кута
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6. Перетворення добутку тригонометричних функцій на суму
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7. Перетворення суми і різниці тригонометричних функцій на добуток
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8. Формули половинного аргументу
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9. Корисні тотожності
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Тригонометричні   рівняння
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10. Введення допоміжного кута
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Нехай потрібно розв’язати рівняння 
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            Коренем кожного з  перших чотирьох рівнянь  може бути тільки таке число 
[image: image352.wmf]0

x

, для якого 
[image: image353.wmf]0

)

(

0

³

x

f

 й 
[image: image354.wmf]0

)

(

0

³

x

g

. В інших випадках  множини значень лівої й правої частин рівняння не перетинаються
[image: image355.png]TpuroHomeTpuyHi yHKUil, iX rpachikn Ta BNacTuBOCTI

DyHKLiNA
¥y = sinx Yy = cosx
BnacrtueocTi
A% 11
rpachik ERNVEENVA N /IPNT
1 3
KpuBa — cuHycoiga KpunBa — KOCuHycoiga
ObnacTb D(sinx) = R D(cosx) = R
BU3HAYEHHSA
MHoxuHa E(sinx) = [=1:1}: |sinx] < 1. E(cosx) = [—1:1]; |cosx| < 1.
3HaYeHb
. HenapHa: napHa:
[Naphictb abo n( P ) p( ) ,
. A -\) = —=5nx Oy (—X) = cosx
HEenapHicTb Sin \). sm\' . cos \' CC s.\ ' '
dDyHKUi CMETpiA rpadika BiAHOCHO NO- | cumeTpis rpacpika sBigHOCHoO oci Oy
4aTKy KoopauHar.
MNepioguyHicTs T =2n,sin(x+2n) = sinx. T=2n,cos(x+21) = cosx.
Toukn nepeTtuHy
3 OCAMM KoopaMHaT: .
, PR ] i a)c‘()s.\'=0,x=g+n/\'.kel,
a) 3 Biccio Oy a)sinx =0, x=rnk kelZ; 2
6) 3 Biccio Ov: B) /{0) = sin0 = 0 Touka (0:0). [6) f(0) = cos0 = 1 Touka (0:1).
IMpomixkK iy ‘e 21k 42Tk
3HpaKOCTar|OCTi sinx >0 npu v e (2rk: k) cosy >0 M x e ( §~L erk::—t B er/\-J;
Sinx < 00pW xe (r+2rk; 2n+ 21k, = -
ke Z. cosx < 0npnye g*lnk:%n'lnk. ke Z
Mpomixkn _ Yol e 7
n T 1, - [-m+2nk2nk], ke Z
MOHOTOHHOCTI: [" 5 T2nkg+ 2”"]- ke Z.

a) yHkuis 3po-
CTAE B KOXHOMY
3 NPOMIXKi8;

6) dyHkuis cna-
A€ B  KOXHOMY

[’-‘ Fomkcne+ 271/\-]~ ke 7.
5 5

[2nk:m+2mk), ke Z.

3 NPOMDKKIB.
EkcTpemymu ) ~ -
pemy X = E‘*‘Zﬂ.’/\'. ke Z. Loy = 2nk, ke Z,
Hidx —)
-“IHH.\' = l ""HI(I.\' = 1
|8 - X - BT
Npwin = ~5 P20k ke Z, X, i, = U+2nk, ke Z.
Yoin © -1 Yuin = -1
AcumnTtoTn
; HEe Mae He Mac
rpadika

12





[image: image356.png]DyHkuin

¥y =gy Vo= clgx
BnactusocTi
y 4 y
. -1
Mpacpik T CE /7 3 X | AN © AN ] A\
KpuBa — TaHreHcoifa KpuvBa — KOTaHrexcoiga

Obnactb ] CETh. ke 2

.\‘¢T—t+n/\'./\'el. y#nk. ke Z.

BM3HA4YeHHS 2

MHOXuHa 3HayeHb E(tgx) = R. E(ctgy) = R.
NapHicTb HenapHa: HenapHa:
abo HenapHiCTb | g (~x) = —rgy crg(—x) = —ctgx
dyHKuii cumeTpia  rpadika  BIiQHOCHO| cUMeTpis  rpadiika  BIAHOCHO

noYaTtKy KoopauHar.

no4aTky KOOpauHaT.

MNepiognyHicTb

T=m;tegx+mn) = tgy.

T =1, ctg(x+1) = ctgy.

Toukn nepeTtuHy 3
OCAMY KoOpAnHaT:

a) 3 Bicco Ox;
6) 3 Biccto Oy.

a)tgx = 0:x = wk, ke Z:(mk:0),
6) 7/10) = rg0 = 0 Touxa (0:0).

a)ergy =0y = S+, ke Z(E + Tt/\’:()):
2 2

6) nepeTuHy 3 Oy Hemae.

Mpomixku . T
aHakocTanocti | 1¢x>0 npu xe (nk;; + nk). ctgx>0 npu x e (nk:; + n/\'),
tex <0 nNpn ve ( g n/;:n:/\'), ke £ |cigy<0Nphx e (g TRkt rc/\’). ke £
[Mpomixku
MOHOTOHHOCTI:
a) dyHKuia 3po- (— g + Tc/\':g + TC/\'), ke Z. —
CTa€ B KOXHOMY - -
3 NPOMIXKKIB;
0) dyHKuis cna-
0AE B KOXHOMY — (nhkim+ k), ke Z.
3 NPOMDKKIB.
Exkcrtpemymun MakcumyMmy Ta MiHIMyMY HE Mae. | MakCMMyMy Ta MiHIMyMy HE MaE€.
AcvmnToTH BEPTUKaNbHIi aCUMNTOTH BEpTMKaNbHi aCUMNTOTH
rpadika x =1k ke Z

=Yk ke
2





[image: image357.png]5.7. y =sinx (puc. 101) i

Yy =cos

x {puc. 102).

by Puc. 101
________ 1 P R ST _—
z 3
2 [2] u 2 X

. y Puc. 102.

5.8. y=tgx (puc. 103) i

y=ctgx (puc. 104).
1
Cy 7
) X ! Puc. 104,
"}' 0, , a L]0 -z 27 x
; z i z T '
. 2 2 2 . 2 |
; '/ Puc.103. \ \;

5.9. y=arcsinx (puc. 105) i

-t O 1

Puc. 1086.

5.10. y=arctgx (puc.107) i

122




[image: image358.png]§2. TpuzoHOMEeMpPUYHI Pi8HSIHHS

ObepHeHi TPUroHoMeTpUYUHI PYHKUIT

BusnaueHHs

ApPKCUMHYCOM HYMUCNa « Ha3nBAETLCS KyT (4MCNO)

T

3 NPOMIDKKY [ } CUHYC AKOTO AOPIBHIOE « .

Mpuknagu
1 T .3 T
aresin = = — | (Il'('SIIIi =
206 o) 3

arcsin(--1y = -3 arcxsin( = 0,
Tr =
. ¢ € [‘"3'3:'
= 22l < 1.
sing = u
ApPKKOCUHYCOM 4MCna ¢ Ha3MBaETLCA KyT (4NCNO) muml T (”_(.(mﬁ _n.
3 NPOMIXKY [0:], KOCUHYC SIKOTO HOPIBHIOE « . 23 o2 6
e [0
o pel ] la] < 1. arceos(=1) = 1 arccosQ = g
('().S'(p = -
ApKTaHreHCOM Yucna « Has3uBaeTbCs KyT (YUCMO) arcigf3 = T
K ;
‘ 3
3 NPOMIXKY (~;:§), TaHrEHC AKOro AOPIBHIOE « . -
- - arcrgl = —;
‘ 4
Tn
— pei-33 arctg = m.
e = u
ApPKKOTaHreHCOM YMCNa « Ha3nBaETLCH KyT (YMCHO) arccig 3 = n.
3 NPOMIKKY (0:7T) , KOTAHIEHC KOO AOPIBHIOE « . ) 0
- 3
Frocga =g < © e (0m) arccrg(=1) = —_-Z—T arcerg) = l—t
1O = u -

Hannpocriwi BnacTneocti 06epHEHNX TPUFOHOMETPUUHUX (PYHKLIN

arccos (-a) arceos a

£
e
“b
v
a

i
e
L,
a Oj x

kirccos(=a) =
= U= dir¢eosa

y
o
-alrl

arcsin (-a)

resin(-a) =

= —yiesind

lcos(arccosa) =

a|

o = arctgda.

O = arectg d,

B = arcrg(-a).

si(aresing) = df
aresising) = Q.

(rccos{cos@) = @.
AKWO @ & (0]

B = -o. T06TO

FKLIO © € [—gﬂ

trelg(—a) =
= —arcle

elarctg a) = al

B = arcctg(~a).
B=rn-o. TOBTO

rcctg(—a) =

= - dreclyg d

rglarcerg a) = dl

arctg(tgo) = o.

FHKUO O € [

[ D=
1A
L

arccrg{ctg o) = 0O,
|KWo o e {0:m].

aresing +darceosa

[ES=]

arcty

(1*11/‘(‘(13’ [

oA

34
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Таблиця похідних деяких функцій

	Елементарні функції
	Складені функції
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Застосування похідної

Механічний зміст похідної: якщо матеріальна точка рухається прямолінійно за законом   S=S (t), то швидкість її руху  v(t) в момент часу t дорівнює похідній s((t):

                       v(t) = S((t).
  Зауваження: прискорення  руху матеріальної точки  а(t) в момент часу t дорівнює похідній v((t):

                    a(t) = v((t) = S(((t).
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Геометричний зміст похідної :  Значення похідної  функції 
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Рівняння дотичної до графіка функції 
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 визначається із співвідношення: 
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Т!   (достатня ознака зростання (спадання) функції).
· Якщо 
[image: image612.wmf])
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f

>0 на інтервалі 
[image: image613.wmf])

;

(
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a

, то функція 
[image: image614.wmf])
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монотонно зростає на цьому інтервалі;

· Якщо 
[image: image615.wmf])
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<0 на інтервалі 
[image: image616.wmf])
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, то функція 
[image: image617.wmf])
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монотонно спадає на цьому інтервалі. 
“ Алгоритм дослідження функції на монотонність”

1. знайти область визначення функції і точки розриву;

2. Знайти похідну функції;

3. записати і розв’язати нерівність
[image: image618.wmf])
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>0 і вибрати з множини її розв’язків проміжки, де функція визначена. Знайдені проміжки є проміжками зростання функції;

4. записати і розв’язати нерівність
[image: image619.wmf])
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<0 і вибрати з множини її розв’язків проміжки, де функція визначена. Знайдені проміжки є проміжками спадання функції.

Зауваження.

 Якщо функція неперервна в будь – якому з кінців проміжку зростання (спадання) функції, то такий кінець можна приєднати до цього проміжку. 

О1!  Якщо існує такий окіл точки 
[image: image620.wmf]0
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, що для всіх точок 
[image: image621.wmf]0
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із цього околу виконується нерівність 
[image: image622.wmf])
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, то точку 
[image: image623.wmf]0
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 називають точкою максимуму функції.

О2!  Якщо існує такий окіл точки 
[image: image624.wmf]0
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, що для всіх точок 
[image: image625.wmf]0
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із цього околу виконується нерівність 
[image: image626.wmf])
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, то точку 
[image: image627.wmf]0

x

 називають точкою мінімуму функції.


Точки максимуму та мінімуму називають точками екстремуму функції, а значення функції в них  -  екстремумами функції. 


Зауваження 1.

З означення випливає, що точками екстремуму можуть бути тільки внутрішні точки області визначення функції. Крім того, екстремум – це локальна (місцева) властивість функції, яка характеризує поведінку функції в досить малому околі точки. Через це їх інколи називають локальний максимум та мінімум функції. 

· О! Точки  х , в яких 
[image: image628.wmf]0
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називають стаціонарними точками функції
[image: image629.wmf])
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· Екстремум функції може існувати також в точках, де функція неперервна, але не має похідної.

· О! Внутрішні точки області визначення, в яких похідна не існує, називаються критичними точками.

· Точки екстремуму функції слід шукати серед її критичних точок. Якщо критичних точок немає, то функція не має і екстремумів. Однак, питання про те чи є задана критична точка точкою екстремуму вимагає додаткового дослідження за допомогою достатніх умов екстремуму функції.

Т!  (перша достатня ознака екстремуму функції).

   Нехай функція 
[image: image630.wmf])

(

x

f

y

=

 неперервна в точці х0. Якщо 
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, то точка х0 є точкою максимуму функції 
[image: image635.wmf])
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 Якщо 
[image: image636.wmf]0
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, то точка х0 є точкою мінімуму функції 
[image: image640.wmf])
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Іншими словами:  Якщо при переході через точку х0 похідна змінює знак з “+” на “-“, то х0 є точкою максимуму. Якщо при переході через точку х0 похідна змінює знак з “-” на “+“, то х0 є точкою мінімуму.

  Перший алгоритм дослідження функції на екстремум на інтервалі (а;в)

1. Знайти область визначення функції.

2. Знайти критичні точки функції 
[image: image641.wmf])
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, тобто точки, в яких 
[image: image642.wmf]0

)

(

'

=

x

f

або 
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 не існує і які належать інтервалу 
[image: image644.wmf])
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. Якщо таких точок немає, то функція екстремумів не має.

3. Дослідити знак похідної 
[image: image645.wmf])
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спочатку ліворуч, а потім праворуч від кожної критичної точки. 

· Якщо при переході х через критичну точку х0 похідна змінює знак з “+” на “-“, то в цій критичній точці функція 
[image: image646.wmf])
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має максимум.

·  Якщо при переході х через критичну точку х0 похідна змінює знак з “-” на “+“, то в цій критичній точці функція 
[image: image647.wmf])
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має мінімум. 

· Якщо при переході х через критичну точку х0 похідна не змінює знака, то в цій критичній точці функція не має ні максимуму ні мінімуму.

4. Обчислити значення функції в точках екстремуму.

Т!  (друга достатня ознака екстремуму функції).

Якщо х0 – стаціонарна точка функції 
[image: image648.wmf])
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, то в точці х0 функція має екстремуму, причому максимум, якщо 
[image: image650.wmf]0
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 і мінімум, якщо 
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   Другий алгоритм дослідження функції на екстремум на інтервалі (а; в)

1. Знайти область визначення функції.

2. Знайти стаціонарні точки функції 
[image: image652.wmf])
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 з рівняння
[image: image653.wmf]0
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 які належать інтервалу 
[image: image654.wmf])

;

(

b

a

. Якщо таких точок немає, то функція екстремумів не має.

3. Знайти 
[image: image655.wmf])
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і її значення у кожній стаціонарній точці. Якщо
[image: image656.wmf]0
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, то х0 –точка мінімуму функції 
[image: image657.wmf])
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[image: image658.wmf]0
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і х0 –точка максимуму функції 
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(

x

f

y

=

, коли 
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, то необхідно скористатись першим алгоритмом.

4. Обчислити значення функції в точках екстремуму.

Алгоритм знаходження найбільшого і найменшого значень функції f, 

яка має на відрізку [a;b] скінчену кількість критичних точок:

1. Знайти область визначення функції.

2. Знайти критичні точки функції 
[image: image662.wmf])
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на інтервалі [a;b].

3. Обчислити значення функції 
[image: image663.wmf])
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 у критичних точках.

4. Обчислити 
[image: image664.wmf])
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 і 
[image: image665.wmf])
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5. Серед знайдених значень функції вибрати найбільше і найменше.

Це і будуть найбільше: 
[image: image666.wmf])
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, та найменше: 
[image: image667.wmf])
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значення функції на відрізку [a;b].

Т е о р е м а  1 (достатня ознака опуклості графіка функції).

Нехай функція f має на інтервалі (a;b) похідну 2-го порядку 
[image: image668.wmf](
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. Тоді:

1) якщо 
[image: image669.wmf](
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 , то графік функції f опуклий вгору на цьому інтервалі;

2) якщо 
[image: image670.wmf](
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, то графік функції f опуклий вниз на цьому інтервалі.

  Інтервали, в яких графік функції опуклий вгору або вниз, називають інтервалами опуклості графіка функції.

Загальна схема дослідження функції.

1. Область визначення функції (область значень).

2. Парність, непарність функції( симетричність графіка).

3.  Періодичність.

4. Асимптоти:

· вертикальні  (в точках розриву ОДЗ  
[image: image671.wmf]a
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);

· горизонтальні:   
[image: image672.wmf]b
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· похилі: 
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5. Перетин з осями координат:

· З віссю 
[image: image676.wmf]OX
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· З віссю 
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6. Дослідження функції за допомогою похідної:

· похідна функції   
[image: image680.wmf])
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· критичні точки   
[image: image681.wmf])
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 не існує.

· проміжки монотонності: 
[image: image683.wmf]0

)

(

'

>

x

f

- зростає;
[image: image684.wmf]0
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· точки екстремуму  
[image: image685.wmf]min
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[image: image686.wmf]min
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7. Дослідження функції на опуклість (точки перегину)

· друга похідна функції:  
[image: image687.wmf])
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· визначаємо точки, в яких 
[image: image688.wmf])
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=0 або не існує, які належать інтервалу 
[image: image689.wmf])
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; якщо таких точок немає, то функція точок перегину немає.

· визначити чи змінює знак 
[image: image690.wmf])
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 при переході через ці точки;

· якщо  
[image: image691.wmf])
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 змінює знак, то встановити інтервали опуклості.

8.  Додаткові точки.

	Таблиця невизначених інтегралів
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Основні властивості визначних інтегралів
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Медіана, яку проведено до гіпотенузи


У прямокутному трикутнику довжина медіани, що виходить з вершини прямого кута, дорівнює  половині довжини гіпотенузи.


Якщо в трикутнику довжина медіани дорівнює половині довжини основи, до якої її проведено, то цей трикутник прямокутний.

Співвідношення в прямокутному трикутнику

У прямокутному 
[image: image715.wmf])
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 CD- висота, мають місце співвідношення:

1) 
[image: image716.wmf];
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Вписаний кут

Вписані кути, що спираються на одну дугу, рівні.

Вписаний кут, що спирається на діаметр, прямий.

Властивість бісектриси кута трикутника
Якщо BD – бісектриса кута В, то 
[image: image720.wmf].
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Вписані чотирикутники

Якщо в чотирикутнику сума протилежних кутів дорівнює 1800, то навколо нього можна описати коло.


Якщо чотирикутник ABCD можна вписати в коло, то добуток його діагоналей дорівнює сумі добутків протилежних сторін.

Описані чотирикутники


Для того, щоб в опуклий чотирикутник можна було вписати коло, необхідно і достатньо, щоб суми протилежних сторін цього чотирикутника були рівні.


Висота рівнобедреної трапеції, в яку можна вписати коло, є середнім геометричним її основ.

Вписане і описане коло


Центр кола, описаного навколо трикутника, є точкою перетину серединних перпендикулярів.


Центр кола, вписаного у трикутник, є точкою перетину бісектрис.

Площа рівнобедреної трапеції

Площа рівнобедреної трапеції діагоналі якої взаємно перпендикулярні дорівнює          
[image: image721.wmf]2
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Трикутник
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Прямокутний трикутник
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Рівносторонній трикутник
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Довжина медіани
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Медіани у точці перетину діляться у відношенні 2:1.

Довжина сторони трикутника
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Довжина бісектриси трикутника
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Залежність між висотами трикутника і радіусом r
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Чотирикутник
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Квадрат
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Трапеція
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часткові випадки:


[image: image740.wmf]2

3

;

;

2

;

3

6

6

4

3

a

r

R

a

R

a

R

a

=

=

=

=


Коло, круг
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Куля
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Кульовий сегмент
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Кульовий сектор
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Кульовий зріз
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Зрізаний конус


[image: image748.wmf](

)

(

)

(

)

(

)

.

3

1

;

;

2

2

2

2

.

.

.

.

r

Rr

R

H

V

r

R

l

r

R

S

l

r

R

S

П

П

П

Б

+

+

=

+

+

+

=

+

=

p

p

p

p


Конус
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Зрізана піраміда
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Формули переходу для правильної n-кутної піраміди
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nipamigu (abo noxuroi npuamu)
OHaKOBO HaxuneHi 0O OCHOBU
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